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Abstract
When the beam with high current circulates in a storage ring, the static Robinson instability occurs and the coherent

synchrotron oscillation becomes unstable. This phenomenon is important in the storage rings with high beam loading

such as future synchrotron light sources. To enrich our understanding on this phenomenon, we conducted a study on the

static Robinson instability in the PF storage ring. We measured the shift in the coherent synchrotron frequency as the

beam current. We also tried to observe whether a beam dump happens under the conditions (beam current and voltage)

which is expected from the theory. We report these experimental results, and compare them with analytical calculations.

1 . はじめに

蓄積リングにおいて大電流のビームを蓄積する

と、コヒーレントなシンクロトロン振動数が低電流

のときに比べ低下する。これは beam loadingの理論

から次のように説明できる。加速空洞内の空洞電圧

は、外部の RF源が励起する電圧と蓄積ビームが誘起

する電圧の重ね合わせである。ビーム負荷が大きい

とビームが誘起する電圧が大きくなるが、ビーム誘

起電圧はコヒーレントなシンクロトロン振動の復元

力として働かない。このため、ビーム電流が大きくな

るにつれ復元力が弱まり、コヒーレントなシンクロ

トロン振動数が低下する。そして、振動数がほぼ 0に

なるときにビームのコヒーレントな振動が不安定と

なる。この不安定性は static Robinson instability [1–3]

として知られている。

コヒーレントなシンクロトロン振動の観測例とし

ては、TowneらがNational Synchrotron Light Source vuv

ringで単一バンチのダイポール振動の観測を行って

おり、ダイポール振動には通常のシンクロトロン

振動数で振動するモードに加え、空洞の加速モー

ドに起因する振動モードも存在することを論じて

いる [4]。

Static Robinson instability は、ビーム負荷が高い次

世代放射光源などにおいて、考慮すべき重要な問題

の 1つと考えられる。この現象への理解を深めるた

め、我々は Photon Factory (PF) 2.5 GeVリングにおい

て次のスタディを行った:

• コヒーレントなシンクロトロン振動数をビーム

電流を変えながら測定

• Static Robinson instabilityが発生しやすい、大電流

かつ低空洞電圧の条件において、static Robinson

instability によるビームダンプが発生するかの

確認

本論文では、第 2節で static Robinson instabilityの
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導入と、コヒーレントなシンクロトロン振動数及び

減衰率の数値計算結果について述べる。第 3節では、

PFリングで行ったコヒーレントなシンクロトロン振

動数の測定及び、static Robinson instabilityによると思

われるビームダンプの発生ついて報告する。第 4節

では、これらの測定結果と理論予測の比較検討を行

う。第 5節で本スタディの結果をまとめ、今後の展

望について述べる。

2 . STATIC ROBINSON INSTABILITY

2.1 コヒーレントなシンクロトロン振動数の計算と

Robinsonの安定条件

蓄積リングにおいて、全ての RFバケットに一様に

電子ビームを蓄積したとする。全てのバンチが位相

を揃えて振動している状況を考え、そのコヒーレン

トなシンクロトロン振動の時間依存性を exp(−iΩ0t)
と表す。ビームと相互作用するリングの結合イン

ピーダンスとしては、空洞の加速モードの結合イン

ピーダンスのみ考慮する。このとき、コヒーレント

なシンクロトロン振動数 Ω0 = ipは次の 4次方程式

の解で与えられる（補遺を参照）:

p4 + 2αf p
3 +

{
(1 + tan2 ψ)α2

f + ω2
s0

}
p2 + 2αfω

2
s0 p

+ α2
f ω

2
s0

(
1 + tan2 ψ +

Vbr
Vc

tanψ

sinφs

)
= 0 (1)

ここで、各パラメータの定義を Table 1 に示す。ま

た、PFリングにおけるパラメータを Table 2に示す。

Equation (1)において、Routh-Hurwitzの判定法 [5]

を適用すると、振動が安定な（全ての解の実数部が

負となる）条件は次のようになる。

tanψ < 0, 1 + tan2 ψ +
Vbr
Vc

tanψ

sinφs
< 0 (2)

また、tanψ < 0を仮定すると、

Vbr
Vc

sin 2ψ + 2 sinφs > 0 (3)
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となり、これは Robinsonの安定条件として知られて

いる [3]。

Table 1: Definition of the Parameters

Symbol Explanation

I Average beam current

ωres
Resonant frequency

of the cavity

Vbr =
RshI

1 + β

Beam-induced voltage

at resonance

φs = arccos
U0

eVc
Synchronous phase

αf =
ωres
2QL

Damping rate of the cavity

ψ = arctan

(
2QL

∆ω

ωres

)
Tuning angle

∆ω = ωres − ωrf Detune of the cavity

ωs0 =

√
eVcαcωrf sinφs

E0T0

Unperturbed synchrotron

frequency

T0 Revolution time

QL =
Q0

1 + β
Loaded Q factor

Table 2: Principal Parameters of the PF Storage Ring

Paramter Symbol value

RF frequency ωrf 2π×500.106 459MHz

Beam energy E0 2.5 GeV
Momentum com-

αc 0.0064
paction factor

Harmonic number h 312
Cavity voltage Vc 0.425MV/cav.× 4
Shunt impedance Rsh 6.8MΩ/cav.× 4
Radiation loss

U0 428 keV
per turn*

Coupling constant
β 2.3

of the cavity

Unloaded Q value Q0 3.9× 104

* The radiation loss per turn U0 includes the contribu-

tions from bendingmagnets and insertion devices under the

present experiment.

2.2 4次方程式の解の数値計算結果

4次方程式 (1)の数値計算結果を Fig. 1に示す。数

値計算における加速器のパラメータとしては Ta-

ble 2 の値を使用した。また空洞の同調角は opti-

mum tuning [3]に制御されていると仮定した、即ち、

tanψ = −Vbr sinφs/Vcと仮定した。Figure 1において、
解の実数部がコヒーレントなシンクロトロン振動の

減衰率、虚数部が振動数を示す。また、実数部が正

のとき、振動振幅が増加し、負のとき減少する。

ビーム信号の周波数スペクトルを観測した場合、

減衰率の絶対値が小さい方の振動数が、鋭いピーク

を持った RF周波数のサイドバンドとして現れるは

ずである。

Equation (3)から、optimum tuningでの閾電流

Ith =
(1 + β)Vc
Rsh cosφs

(4)

を超えると、実数部が正の解が現れ、振動振幅が増加

し不安定になることがわかる。これが static Robinson

instabilityである。Table 2のパラメータを用いた場合

には、その閾電流は 819 mAとなる。
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Figure 1: Roots of the quartic equation (1) as a function

of the beam current. (a) The real parts of the roots that

describe the growth rates of the coherent sychrotron oscil-

lation. (b) The imaginary parts of the roots that describe

the frequencies of the coherent synchrotron oscillation.

3 . PFリングにおけるビームスタディ

3.1 コヒーレントなシンクロトロン振動数の測定

PF リングでマルチバンチのビームを蓄積し、RF

電圧に位相変調をかけてコヒーレントなシンクロト

ロン振動を励起した。このときのボタン電極 (BPM)

からの信号の RF周波数周辺におけるスペクトルを

測定した。コヒーレントなシンクロトロン振動数

は、RF周波数のサイドバンドとしてスペクトルに現

れる。

Figure 2に測定機器の配置図を示す。スペクトラム

アナライザー (ADVANTEST U3771)の tracking gener-

ator (TG)から frf + fsweep の信号を出力させた。ここ

で、frf = 500.106 459MHzは RF周波数、fsweepは TG

でスウィープさせる周波数を示す。本測定では RF

周波数の周りを ±25 kHzまたは ±50 kHzでスウィー
プさせた。そして、ミキサーとローパスフィルタを

用いて生成した fsweep の信号を RF ステーションの

前段の移相器に入力した。この信号によって、RFの

位相変調を行い、コヒーレントなシンクロトロン振

動を励起させた。同時に、BPMの信号をスペクトラ

ムアナライザーに入力し、frf のサイドバンドの周波
数を測定することで、コヒーレントなシンクロトロ

ン振動数を測定した。
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測定時は、PF リングに 250 バンチのバンチトレ

インを 1 つ蓄積した。加速空洞は 4 台全てを使用

し、合計空洞電圧を 1.7 MV に設定した。測定時の

位相変調の大きさは 0.256◦ p-pであった。ビーム電

流は 50 mAから 450 mAまで 50 mAごとにスペクト

ルを取得した。測定時は大電流での縦方向 coupled-

bunch instabilityの発生を抑えるため、縦方向 bunch-

by-bunch feedbackを作動させた。電流値が 10 mAの

ときに、bunch-by-bunch feedbackを作動させなかった

場合のスペクトルと作動させた場合のスペクトルを

比較したところ、ほとんど変化はなかった。

Spectrum 
Analyser

ADVANTEST U3771

BPM Signal

in
TG out

RF IF

LO

RF Signal

LPF

13.0 dBm

fc = 1.9 MHz

160 mVpp−10 dBm

10 dB ATT.

Phase Shifter
(1.6 deg/V)

RF Station #1
RF Station #2
RF Station #3
RF Station #4

Phase Control

RF System

frf + fsweep

frf fsweep

Figure 2: Schematic of the measurement system.

3.2 測定結果

測定された BPM信号のスペクトルの例を Fig. 3に

示す。ビーム電流を上げていくに従って、コヒーレ

ントなシンクロトロン振動を示すピークの周波数が

下がっていくことがわかる。また、比較的低電流の

ときはサイドバンドは鋭いピークになっているが、

200 mAから 300 mAでは、サイドバンドの幅が広く

なった。そして、400 mA付近から再びビークが鋭く

なっていった。

3.3 Static Robinson instabilityの発生の実験

PFリングで大電流（約 420 mA）のビーム電流を

蓄積した状態で、空洞電圧を 1.7 MV から下げてゆ

き、static Robinson instability によるビームダンプが

発生するかを確かめた。その結果、ビーム電流 404

mA、空洞電圧 1.23 MVのときにビームダンプが発生

した。

4 . 考察

Figure 4 はコヒーレントなシンクロトロン振動数

をビーム電流に対して示した図である。Figure 4(b)

の赤色及び橙色（それぞれ RF周波数の高周波側及

び低周波側から得られた振動数）が測定結果を示す。

Figure 4(a), (b)の他の点は、Fig. 1に示した計算結果

を再掲したものである。2節の計算では、全ての RF

バケットにビームを一様に蓄積すると仮定していた

が、実際の測定ではバンチギャップがあった。バン

チギャップがあると空洞電圧に過渡的な変化が生じ

るが、その影響は小さいと考えられるため、バンチ

ギャップがないと仮定した計算結果と比較する。

ビーム電流が 50 mAから 150 mAの領域と 350 mA
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Figure 3: Spectra of the BPM signal as a function of fre-

quency offset from the RF frequency (=500.106 459MHz).

The total cavity voltage is set at 1.7 MV. The trace for the

beam current of 50 mA indicates the raw data. The other

traces were vertically shifted by +30 dB from the lower one

in order to separate the traces.

から 450 mAまでの領域では、振動数の測定値は理

論計算と概ね一致した。一方 230 mA付近では、Eq.

(1)の計算の結果、2つの振動数の減衰率が等しくな

る。このことから、両方の振動数がスペクトルの形

成に寄与すると考えられる。BPM信号のスペクトル

の測定結果では、230 mA付近でのスペクトルのサイ

ドバンドが広くなり、ピーク周波数は 2つのシンク

ロトロン振動数の中間辺りと測定された。これは計

算で予測された 2つのコヒーレント振動数のピーク

が重なって観測されたためと推測される。2つの振

動数の減衰率が一致する点に関しては、参考文献 [4]

で詳しく議論されている。

低ビーム電流（50 mA）のとき、シンクロトロン

振動数の測定値は約 23.2 kHzであった。一方、Table

1 の ωs0 の理論式で計算されるシンクロトロン振動
数は、Vc = 1.7 MVの場合、23.18 kHzとなる。よっ

て、低電流でのシンクロトロン振動数の測定値は理

論値と良く合致することがわかった。そのため、実

験時のパラメータ (momentum compaction factor, cavity

voltage)は、Table 2で示した値とほぼ合っていると

考えられる。

Static Robinson instability の検証実験では、空洞電

圧が 1.23 MV、ビーム電流が 404 mAのときビームダ

ンプが発生した。一方、Eq. (4)より Vc = 1.23MVの

ときの閾電流は Ith = 426 mAと計算される。閾電流
の測定値と計算値の差異は約 5%であり、よく一致

する結果を得た。このため、実験時に発生したビー

ムダンプは static Robinson instabilityによるものと推
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Figure 4: (a) Growth rate of the coherent synchrotron os-

cillation calculated from Eq. (1). (b) Coherent synchrotron

frequency calculated from Eq. (1) and the sideband fre-

quencies measured from the BPM spectra.

測される。但し、今回の実験ではこの 1例しかビー

ムダンプを検証していないため、確実な結論を得る

ためには追加の実験が必要だと考えられる。

5 . まとめ

本スタディでは PF リングで、通常運転時と同じ

空洞電圧 1.7 MVにおいて、コヒーレントなシンクロ

トロン振動数のビーム電流依存性を BPM 信号のサ

イドバンドの振動数から測定した。また、大ビーム

電流を蓄積時に空洞電圧を降下させ、static Robinson

instabilityによるビームダンプが発生するかを確かめ

た。最後に、シンクロトロン振動数や閾電流の測定

値と理論計算による計算値との比較検討を行った。

まずシンクロトロン振動数の測定では、電流値が

50 mAから 150 mAの低電流領域及び、350 mAから

450 mA の大電流領域では、シンクロトロン振動数

の測定値は、理論計算と概ね一致することがわかっ

た。電流値が 230 mA付近の中間の電流域では、理論

的に予測される 2つの振動数のピークが重なった結

果、サイドバンドが広くなり、ピークが 2つのシン

クロトロン振動数の間に来ていると解釈される。

次に、ビームダンプが発生した電流値は、static

Robinson instabilityにおける閾電流の計算値とほぼ一

致する結果を得た。そのため、今回観測されたビーム

ダンプは static Robinson instabilityによるものである

と推測され、概ね理論的な予測通りに static Robinson

instabilityが発生したのではないかと考えられる。但

し今回のスタディでは、ビームダンプの観測は 1回

のみであるため、今後様々な条件で再度ビームダン

プの観測を行い、static Robinson instabilityによるビー

ムダンプであるかを確認する予定である。

参考文献
[1] K. W. Robinson, Cambridge Electron Accelerator Report

CEAL-1010 (1964).

[2] 赤井和憲, RF システム, 高エネルギー加速器セミナー

OHO’94 (1994), p. II-32.

[3] P. B. Wilson and J. E. Griffin, AIP Conference Proceedings,

87, 450 (1982).

[4] N. Towne and J.-M Wang, Phys. Rev. E, 57, 3461 (1998).

[5] See, for example, H. Klingbeil, et al., Theoretical Foun-

dations of Synchrotron and Storage Ring RF Systems,

(Springer, Switzerland, 2015), p. 345.

補遺: コヒーレントなシンクロトロン振動

数に関する 4次方程式の導出

Equation(1)の 4次方程式の導出を行う。導出では、

参考文献 [2]の議論を参考にした。計算では簡単の

ため、全ての RFバケットに一様に電子ビームが蓄

積されているとし、各バンチを点電荷で近似する。

また、空洞の加速モードの結合インピーダンスの

み考慮する。ここでは、粒子の進行方向の位相空間

の座標として同期粒子のエネルギー E0 からのずれ

δm,n = (Em,n − E0)/E0 及び平衡位相からの時間の

ずれ t̃m,n を選ぶ。ここで、m = 0, 1, 2, · · · , h − 1は

バンチの番号、n = −∞, · · · ,−1, 0, 1, · · ·∞は粒子が
蓄積リングを周回した回数を表す。このとき、m番
目のバンチが n周目に加速空洞を通過する時刻は

Tm,n = nT0 +
m

h
T0 − τ̃ − t̃m,n (5)

と書ける。ここで、T0は同期粒子の周回時間、−ωrfτ̃
はバンチの generator電圧に対する平衡位相を示す。

後の計算でわかるように各バンチは平衡位相を中心

にシンクロトロン振動を行う。

周回当たりの δm,n及び t̃m,nの変化は

δm,n+1 − δm,n
T0

=
1

E0T0
[eVg cos(ωrfTm,n)− U0 + eVs(Tm,n)]

t̃m,n+1 − t̃m,n
T0

= −αcδm,n

(6)

となる。ここで、Vg は外部からの RF入力により空

洞に励起される generator電圧の振幅である。一方、

Vs(t) はビームが励起する電圧であり、縦方向 wake

functionW‖(z)を用いると、

Vs(t) = −
∫ ∞

−∞
W‖(c(t− t′))I(t′)dt′ (7)

と書ける（wake functionは正電荷の粒子を減速する

方向を正としている）。バンチを点電荷で近似する
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と、瞬時電圧 I(t)は

I(t) = eN
h−1∑
m′=0

∞∑
n′=−∞

δ(t− Tm′,n′) (8)

と書ける。ここで、N はバンチ当たりの粒子数であ
る。粒子の縦方向の振動周期は一般的に T0 に比べ
十分に長いため、Eq. (6)の漸化式は t = nT0 とおい
て時間 tに関する連続的な微分方程式で近似できる。
よって、

δm,n+1 − δm,n
T0

≈ dδm(t)

dt
,
t̃m,n+1 − t̃m,n

T0
≈ dt̃m(t)

dt
(9)

Equation (6)において、振動項 t̃m,nは十分小さいと

して、cos(−ωrfTm,n) と Vs の項を t̃m,n で展開する。

このとき、平衡位相での generator電圧は放射損失 U0

だけでなく、加速空洞内の wake場による減速も補償

しなければならないから

eVg cos(−ωrfτ̃) = U0 + e2N
∑
m′

∑
n′

W‖(cT
(m′,n′)
m,n ) (10)

と書ける。これを考慮して t̃m(t)の 2階微分を求め

ると、

d2t̃m
dt2

+ ω2
s t̃m = −e

2cαc
E0T0

∑
m′

∑
n′

(̃tm,n − t̃m′,n′)

×W ′
‖(cT

(m′,n′)
m,n )

(11)

ここで、T
(m′,n′)
m,n = (n − n′)T0 + (m −m′)T0/hであ

り、シンクロトロン振動数 ωsは

ωs =

√
eVgαcωrf sin(−ωrfτ̃)

E0T0
(12)

となる。振動項を t̃m(t) = τme
−iΩµ(t+mT0/h) (µ =

0, 1, · · · , h− 1)の形に仮定し、縦方向結合インピーダ
ンスを

Z‖(ω) =

∫ ∞

−∞
W‖(z)e

iωz/c dz

c
(13)

と定義する。Poisson の和公式等を用いて計算する

と、次の固有値方程式を得る。

h−1∑
m′=0

Am,m′τm′ = λµτm

Am,m′ = i
e2αcN

E0T 2
0

∞∑
p=−∞

e−2πi(m−m′)p/h

× (pω0 +Ωµ)Z‖(pω0 +Ωµ) (14)

λµ = Ω2
µ − ω2

s + i
e2αcN

E0T 2
0

h−1∑
m′=0

∞∑
p=−∞

e−2πi(m−m′)p/h

× pω0Z‖(pω0)

ここで、ω0 = 2π/T0 = ωrf/h はビームの周回周波
数である。あるバンチは隣のバンチに対し 2πµ/h

だけ位相差をつけて振動していると仮定し、τm =
τ̂e−2πiµm/hとおけば、次のように解ける。

Ω2
µ − ω2

s = i
eαcI

E0T0

[ ∞∑
p=−∞

ω(µ)
p Z‖(ω

(µ)
p )

−
∞∑

p=−∞
hpω0Z‖(hpω0)

]
, (15)

ω(µ)
p = (hp+ µ)ω0 +Ωµ

ここで、I = eNh/T0は平均ビーム電流である。Static
Robinson instability は coupled-bunch mode number (µ)
が µ = 0の振動が不安定になるものであるから、こ
れ以降 µ = 0の振動を考える。空洞の加速モードの
結合インピーダンスは

Z‖(ω) =
Rsh/(2(1 + β))

1 + iQL(ωres/ω − ω/ωres)
(16)

と書けるが、空洞の Q 値は一般的に高いため、Eq.

(15) の無限和は、p = ±1 の項のみで近似できる。
よって、Eq. (15)から(

Ω2
0 − ω2

s + C sin 2ψ
)
[(1− iΩ0τf)

2 + tan2 ψ]

= iC{(ωrf +Ω0)[(1− iΩ0τf)− i tanψ] (17)

+ (−ωrf +Ω0)[(1− iΩ0τf) + i tanψ]}

ここで、C = eαcωrfVbr/(2E0T0), τf = 1/αfとおいた。
Equation (10)の第 2項は Poissonの和公式を用いて

e2N
∑
m′

∑
n′

W‖(cT
(m′,n′)
m,n ) = eI

∑
p

Z‖(hpω0)

≈ eVbr cos
2 ψ (18)

と計算できる。よって、

cos(−ωrfτ̃) = (Vc cosφs + Vbr cos
2 ψ)/Vg (19)

となる。定常状態の空洞電圧を phasor で表すと、
~Vc = Vce

−iφs = ~Vg − Vbr cosψe
−iψ となり、右辺の分子

は phasorで表した generator電圧 ~Vg の実部となって

いる（ここで使用している虚数単位 iは参考文献 [3]

の jと i = −jの関係にある）。つまり、

ωrfτ̃ = arg ~Vg (20)

よって、Eq. (12)の 2乗は

ω2
s = ω2

s0 + C sin 2ψ (21)

である。第 2項はビーム電流に比例する項で、ビー

ム負荷による周波数シフトを示している。これを Eq.

(17)に代入し、整理すると、

Ω4
0 + 2iαfΩ

3
0 − {(1 + tan2 ψ)α2

f + ω2
s0}Ω2

0 (22)

− 2iαfω
2
s0Ω0 + α2

f ω
2
s0

(
1 + tan2 ψ +

Vbr
Vc

tanψ

sinφs

)
= 0

これに Ω0 = ipを代入すれば、Eq. (1)の 4次方程式

を得る。
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